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Abstract

There have been many attempts to formalize a practical problem, including a
design problem, as a constraint satisfaction problem, and to solve it by applying
generic constraint solving methods. In this approach, it is quite important issue to
detect conflicts between the defined constraints. However, conventional methods such
as the constraint propagation have a difficulty in finding out conflicts between non-
linear constraints completely.

This paper proposes a new algebraic method of detecting conflicts between poly-
nomial equations and inequalities. This new method does not fail to find out an
existing conflict. This provides a user with useful information to identify the cause of
the conflict and to resolve it.

1 はじめに

機械設計などの現実世界の問題を制約充足問題として定式化し、これをより汎用的な制約

解消手法を用いることによって解決するという方法は、1990年頃から数多く研究されてきて

いる [2, 8, 14, 15]。これらの研究アプローチでは、まず、現実世界の問題を、論理式や数式

を用いて、満足すべき制約条件の集合として記述する。そして、制約伝播 [1, 15]、制約論理

プログラミング [7]、適応探索 [6, 10]などの手法による解析を行い、その後、適切な解を求

めることが通常である。

ここで行われる解析において、制約条件相互の矛盾検出、すなわち、同時に成立させるこ

とができない条件を特定することは、重要な作業と位置付けられる。例えば、機械設計にお

いてそのような矛盾を検出することは、設計者に対して異なる要求仕様間のトレードオフを

認識させるとともに、問題に対する新たな知見を与え、より良い解を得るための出発点とな

るものとして [4, 9]、広く認められている。
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従来、そのような矛盾を検出する手段として、制約伝播が多く用いられている。しかしな

がら、制約伝播は健全ではあるが完全ではないことがすでによく知られており [1]、存在する

矛盾を検出できない場合がある。特に、「個々の制約条件を単独で満足させることは可能で

ありながら、それらを同時に満足させることは不可能であるような状況」を検出することは

できない。そのような状況を検出することを目的として、著者らは簡約木を用いた矛盾検出

法を提案した [13]。この方法は、同時に満足させることのできない複数の制約条件を特定す

ることはできるものの、それは矛盾が存在するための十分条件に過ぎず、やはり完全ではな

い。完全性の保証された矛盾検出方法としては、Quantifier Elimination (QE) [3]が知られ

ている。だが、QEのみでは、矛盾が存在するか否かを確認することはできるものの、具体

的にどの条件が互いに矛盾しているのかを特定するには至らない。

本論文では、与えられた多項式方程式および不等式集合の中から、互いに矛盾する条件、

すなわち、同時に成立させることができない不等式およびそれら不等式間の矛盾に関わりを

持つ方程式を検出する方法を提案する。本手法では、まず、スラック変数を導入することに

より、すべての不等式を方程式に変換する。この変換によって、各不等式が示す条件は、ス

ラック変数の値域として表現される。次に、グレブナ基底を計算することによって、スラック

変数のみに関する連立方程式を導き、その連立方程式の実数解の有無を検証することによっ

て、もとの不等式相互の矛盾を検出する。そして、そのスラック変数のみからなる連立方程

式を導くのに必要な方程式を特定することにより、不等式間の矛盾に関わりを持つ方程式を

検出する。

本論文の構成は以下の通りである。まず、第 2章において問題の設定を行う。特に、制約

条件集合における矛盾の検出が、同時に成立しない不等式を特定することであるとの主張を

述べる。次に、第 3章で、本論文で提案する矛盾検出法について説明する。第 4章では、本

手法を応用した例を、ロボットアーム設計問題を用いて示す。

なお、本論文では、制約条件はすべて多項式の方程式あるいは不等式であるとしている。

2 問題の設定

本章では、問題の設定を行うとともに、多項式制約条件集合における矛盾とは何を意味す

るのかについて述べる。

与えられた多項式制約集合を式 (1)とする。

f1(x) = 0, . . . , fp(x) = 0,
g1(x) 6= 0, . . . , gq(x) 6= 0,

h1(x) ≥ 0, . . . , hr(x) ≥ 0.

(1)

ここで、x = (x1, . . . , xn)は n次元実数空間における変数、fi(x), gj(x), hk(x)は実数係数の

多項式である。また、境界を含まない不等式制約 e(x) > 0 (e(x)は実数係数の多項式)が与

えられた場合、それは e(x) 6= 0 ∧ e(x) ≥ 0として扱われるものとする。

本論文で扱う問題は、次のように定義される。
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問題 1

1. 式 (1)に含まれる不等式の中から、同時に満足させることのできない不等式を検出する。

2. 矛盾が検出された場合、その矛盾の発生に関わりのある方程式を式 (1)から検出する。

この問題を解くために、まず、スラック変数 s = (s1, . . . , sq)および t = (t1, . . . , tr)を導

入することにより、式 (1)を次式 (2)および (3)に置き換える。

f1(x) = 0, . . . , fp(x) = 0,

g1(x) · s1 = 1, . . . , gq(x) · sq = 1,

h1(x) = t1, . . . , hr(x) = tr.

(2)

t1 ≥ 0, . . . , tr ≥ 0. (3)

このような変換により、式 (1)に含まれる不等式はすべて方程式に変換される。また、これ

らの不等式によって表現されていた条件は、式 (3)で示されるスラック変数 t1, . . . , tr の値域

に置き換えられる。

図 1に、この変換の持つ幾何学的意味を示す。与えられた制約条件集合である式 (1)は、x-

x-space
t (x,s,t)-space

0
0conversion

x: Given Variable Vector
s, t: Slack Variable Vectors

図 1: スラック変数導入による制約条件集合の変換が持つ幾何学的意味

空間内の領域を示す。スラック変数 sおよび tを導入することにより、この領域は (x, s, t)-

空間内の代数曲面に変換される。一方、各不等式によって表されていた条件は、(x, s, t)-空

間内の t1 ≥ 0, . . . , tr ≥ 0なる領域として表現される。つまり、式 (1)で定義される制約条件

集合は、式 (2)で表される代数曲面のうち、式 (3)を満足する部分曲面に変換されることに

なる。

このことから、式 (1)に矛盾が存在するということ、すなわち式 (1)が解を持たないとい

うことは、式 (2)で表される代数曲面が、(x, s, t)-空間において、式 (3)なる領域を通らな

いことを意味するといえる。換言すると、式 (2)なる条件のもとで式 (3)を満足させること

はできないということである。したがって、式 (1)の矛盾を検出することは、式 (2)なる条

件のもとで、式 (3)の中から同時に満足させることのできない不等式を特定することに他な

らないといえる。

次章では、本論文で提案する矛盾検出法について述べる。
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3 矛盾検出法

3.1 不等式間の矛盾検出

スラック変数 t1, . . . , tr は、式 (3)を満足しなくてはならない。したがって、不等式間の矛

盾は、t1, . . . , tr のみからなる連立方程式 (4)を導出することにより検出可能である。

c1(taj(i,1), . . . , taj(i,j)) = 0,

...
...

... (4)

ck(taj(i,1), . . . , taj(i,j)) = 0.

ただし、{aj(i, 1), . . . , aj(i, j)}は 1から rまでの整数のうちの j 個の整数からなる組み合わ

せであり、全部で rCj 通りの組み合わせが存在する。iはこれらの組み合わせを区別するた

めに付けられる添字であり、1から rCj までの整数値をとる。

矛盾検出の規準

{c1(taj(i,1), . . . , taj(i,j)) = 0, . . . , ck(taj(i,1), . . . , taj(i,j)) = 0, taj(i,1) ≥ 0, . . . , taj(i,j) ≥ 0}が
解を持たないならば、式 (2)のもとで不等式 taj(i,1) ≥ 0, . . . , taj(i,j) ≥ 0のすべてを同時に

満足させることはできない。スラック変数の定義式 (2)により、これは式 (1)の中の不等式

haj(i,1)(x) ≥ 0, . . . , haj(i,j)(x) ≥ 0を同時に満足させられないことを意味する。

本論文で提案する方法は、{aj(i, 1), . . . , aj(i, j)} のすべての可能な組み合わせについて
taj(i,1), . . . , taj(i,j)からなる方程式集合を導出し、上述の規準に従って不等式間の矛盾を検出

するものである。図 2に、矛盾検出の作業手順を示す。

図 2に示す作業手順では、まず、不等式全体に関する矛盾の有無を検査する。この時点で

矛盾が検出されない場合、与えられた制約条件集合には矛盾が存在しないことになるので、

空集合が返される。一方、この時点で矛盾が検出された場合には、同時に満足させることの

できない不等式を特定するための検査ループが開始され、不等式の組み合わせそれぞれにつ

いて矛盾の有無が検査される。この検査ループは矛盾が検出された時点で終了し、スラック

変数のみからなる矛盾を示す連立方程式 (4)が返される。

ここで返される連立方程式は最初に見つかった矛盾を示すものにすぎず、これ以外にも矛

盾が存在する可能性は残されている。しかしながら、実際の問題解決における矛盾解消作業

は、ステップ・バイ・ステップで行われることが通常である。したがって、最初に見つかっ

た矛盾のみを示すことにも、十分な意義があるものと考えられる。

式 (4)は、式 (2)のグレブナ基底を計算することによって求められる。その際、計算に用

いられる項順序は次の条件を満足する必要がある。

変数 taj(i,1), . . . , taj(i,j) の順位は、辞書式順序のもとで、他のどの変数よりも下

位である。

{c1(taj(i,1), . . . , taj(i,j)) = 0, . . . , ck(taj(i,1), . . . , taj(i,j)) = 0, taj(i,1) ≥ 0, . . . , taj(i,j) ≥ 0}
が解を持つか否かを判定する方法としては、QEのほか、この問題を制約条件付最小値問題



40 数式処理 第 9 巻 第 4 号 2003

Functions
GroebnerBasis(F): Computing the Groebner basis of F
SubSet(G, taj(i,1), ..., taj(i,j)

): Selecting all the polynomials 
consisting of taj(i,1), ..., taj(i,j)

from G

yes

no

yes

no

yes

no

F: Equation (2)

Start

Define the term order so that taj(i,1), ..., taj(i,j)
are lexicographically lower than the other variables .

G := GroebnerBasis(F)

Return H End

j := 1, i := 1

i ≤ rCj ? j := j + 1
i := 1

j < r ?

i := i + 1 Does H ∪ {taj(i,1) ≥ 0, ..., taj(i,j) 
≥ 0} have a solution?

Define the term order so that t1, ..., tr are lexicographically lower than the other variables .

G := GroebnerBasis(F) Hall := SubSet(G, t1, ..., tr)

Does Hall ∪ {t1 ≥ 0, ..., tr ≥ 0} have a solution?
yes

no

Return φ

H := SubSet(G, taj(i,1), ..., taj(i,j)
)

Return Hall

図 2: 矛盾検出の作業手順

に帰着させる方法 [12]が提案されている。現在のところ、変数の数が多い場合、一般にQE

の計算効率は非常に悪い。実際、本論文の第 4章で取り上げているアームロボット設計問題

に QEPCAD1)[5]を適用してみたところ、メモリ不足により解くことができなかった。その

ため、ここでは文献 [12]の方法を用いている (付録参照)。

3.2 矛盾と関わりのある方程式の検出

矛盾が検出された場合、その原因を特定することは実際の問題解決においてきわめて重要

である。本節では、検出された不等式間の矛盾と関わりを持つ方程式を特定する方法につい

て述べる。

式 (4)が taj(i,1) ≥ 0, . . . , taj(i,j) ≥ 0なる解を持たないとする。また、与えられた制約条件

集合 (1)に含まれるある方程式を式 (5)とする。

fk(x) = 0. (5)

式 (4)を導くために式 (5)が必要であるならば、式 (5)は式 (4)によって示される矛盾と関わ

りがあることになる。一方、式 (5)が式 (4)を導くために不要であるならば、式 (5)はこの矛
1)http://www.cs.usna.edu/~qepcad/B/QEPCAD.html



J.JSSAC Vol. 9, No. 4, 2003 41

盾と関わりはない。

式 (5)が式 (4)を導くために必要か不要かは、以下の方法で調べることができる。式 (2)

から式 (5) を除いた連立方程式によって定義されるイデアルを I とする。式 (4) に現れる

多項式 c1(taj(i,1), . . . , taj(i,j)), . . . , ck(taj(i,1), . . . , taj(i,j))のうち少なくとも 1つが I に属し

ていないならば、式 (5) は式 (4) を導くために必要であると結論される。これに対して、

c1(taj(i,1), . . . , taj(i,j)), . . . , ck(taj(i,1), . . . , taj(i,j))のすべてが I に属しているならば式 (4)は

式 (5)なしでも導けることになり、式 (5)は不要であると結論される。したがって、I のグレ

ブナ基底Gを用いることにより、式 (5)が式 (4)で示される矛盾と関係があるかないかを判

定することができる。

式 (4)で示される矛盾と式 (5)との関係

式 (2)から式 (5)を取り除いた連立方程式によって定義されるグレブナ基底を Gとする。

1. Gが c1(taj(i,1), . . . , taj(i,j)), . . . , ck(taj(i,1), . . . , taj(i,j))のうち少なくとも 1つの多項

式を 0に簡約化しない。

⇒ 式 (5)は式 (4)で示される矛盾と関わりがある。

2. Gが c1(taj(i,1), . . . , taj(i,j)), . . . , ck(taj(i,1), . . . , taj(i,j))のすべての多項式を 0に簡約

化する。

⇒ 式 (5)は式 (4)で示される矛盾と関わりがない。

3.3 提示すべき情報–不等式ならびに方程式の持つ工学上の意味

本節では、設計問題等の現実世界の問題において不等式ならびに方程式が意味するところ

について考察し、それに基づいて、矛盾解消のために有用な情報、すなわち問題解決に携わ

る作業者に対して提示すべき情報は何であるかについて述べることにする。

方程式は 2つのグループに分けることができる。1つは変数への数値の割り当てを示すも

のであり、1つは明確に限定された変数間の関係を示すものである。変数への数値割り当て

は、1変数線形方程式として表される。例えば、「変数 xk に数値 5を割り当てる」ことは、

「xk = 5」という方程式として表現される。現実世界の問題では、ある変数に対して様々な値

を割り当ててみることによって最適な解を探し出すという方法を採ることが多い。これに対

して、多変数あるいは非線形の方程式は変数間の確固たる関係を示すものと考えられ、通常、

変更や修正は不可能なものである。例えば、直流モータの特性を示す方程式「V = RI + kω」

は、入力電圧 V、入力電流 I、内部抵抗 R、トルク定数 k、回転速度 ωの間の明確に定義さ

れた関係を示すものであり、変更は不可能である。

一方、不等式は、ある条件の許容範囲や許容誤差を示すことが通常である。例えば、wが

ある製品の重量を示す変数だとした場合、「w < 10 [kg]」という不等式は、その製品に許さ

れる重量の範囲を示すことになる。現実世界の問題解決では、この種の許容範囲や許容誤差

は、他の制約条件との兼ね合いで緩められたり、あるいは厳しくされたりすることが往々に

して起こる。
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Algebraic constraint

Equation

Inequality = Tolerance or allowable range → Changeable

Univariate linear equation 
= Assignment of a numerical value → Changeable

Multivariate or non-linear equation 
= Definite relationship → Unchangeable! 

図 3: 代数制約条件の工学的意味に基づく分類

図 3は、方程式および不等式のこのような分類を示したものである。問題解決にあたる作

業者にとって必要なものは、現在の解を修正するための情報である。したがって、変更不可

能な制約条件に関する情報は、変更可能なものに比べ、その価値はきわめて低いといえる。

したがって、作業者に対して提示すべき情報は、同時に満足させることができない不等式の

集合ならびにそれと関係する変数の値であると結論することができる。

4 例題

本章では、本論文で提案する矛盾検出法を応用した例を、図 4のようなワイヤ駆動式 2関

節アームロボットの設計問題 [13]を用いて示す。実行されるオペレーション、ロボットの構

成、仕様、オプションを以下に示す。

x

y

v = 30 cm/s
F = 2 kgf

25 cm

25 cm

Joint-1

Joint-2

Joint-2

θ 1 , ω 1 , τ 1Hand

Motor-1Motor-2

Joint-1

θ 2 , ω 2 ,

vx

vy

(Px, Py)mg
mg

L

τ 2Pulley

Battery

Voltage 
Controller-1

Voltage 
Controller-2

x

y

v = 30 cm/s
F = 2 kgf

25 cm

25 cm

Joint-1

Joint-2

Joint-2

θ 1 , ω 1 , τ 1Hand

Motor-1Motor-2

Joint-1

θ 2 , ω 2 ,

vx

vy

(Px, Py)mg
mg

L

τ 2Pulley

Battery

Voltage 
Controller-1

Voltage 
Controller-2

図 4: ワイヤ駆動式 2関節アームロボット

オペレーション 質量 2[kg]のものを、速度 30 [cm/s]で持ち上げる。動作範囲は、x = 25 [cm]、

0 [cm] ≤ y ≤ 25 [cm]である。動作は準静的であるとし、動力学は考慮しないものと

する。

構成 ロボットは 2つのリンク、2つの直流モーター、2つの電圧コントローラ、1つの滑車、1

つの電源、および駆動ワイヤから構成される。Motor-1、Motor-2はそれぞれ Joint-1、
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Joint-2を独立に回転させる。Motor-1が回転すると、Joint-2の位置に設置してある滑

車が回転し、ワイヤを介して Joint-1を回転させる。Motor-2は Joint-2と直接ワイヤ

で結び付けられている。これらのモーターには減速のための遊星歯車が取り付けられ

る。モーターの制御は、それぞれの電圧コントローラによって入力電圧をコントロー

ルすることによって行われる。

簡単のため、2つのモーターは同機種、取り付けられる遊星歯車の減速比も同じとする。

仕様 ロボットの仕様は以下の通りである。

リンク長さ: 20 [cm]

リンク質量: 1 [kg]

最大供給電流: 1.5 [A]

関節回転角: Joint-1の回転角 θ1は 0度以上 180度以下であり、逆方向には曲がらない。

オプション 選択可能な減速比およびモーターのオプションは以下のとおりである。

減速比: 246:1、415:1。

選択可能なモーター:
モーター名 M2342 M3557

定格電圧 [V] 12 12
トルク定数 [mNm/A] 13.4 23.4
内部抵抗 [Ω] 1.9 2.4

ここでは、本手法を用いて、矛盾が生じるオプションの組み合わせを検出する例を示す。

この問題で用いられる変数のリストを以下に記す。

L,m: リンクの長さおよび質量

Px, Py: ロボットハンドの x座標および y座標

F, v: ロボットハンドの y方向の力および速度

vx, vy: Joint-1の x方向および y方向速度

θ1, θ2: Joint-1および Joint-2の回転角

τ1, τ2: Joint-1および Joint-2に働くトルク

ω1, ω2: Joint-1および Joint-2の角速度

k,R: モーターのトルク定数および内部抵抗

ρ: 遊星歯車の減速比

V1, V2: Motor-1およびMotor-2の入力電圧

I1, I2: Motor-1およびMotor-2の入力電流

g: 重力加速度

制約条件集合は、以下の式 (6)～(9)と、選択可能なオプションとの組み合わせとして与えら

れる。
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幾何拘束条件

Px = L(sin θ2 + sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2),

Py = L(cos θ2 + cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2),

v = vy − Lω1(sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2), (6)

vx = −Lω1(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2),

vy = −Lω2 sin θ2,

vx = Lω2 cos θ2.

力・トルクの釣合条件

τ1 = −(F +
1
2
mg)L(sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2), (7)

τ2 = −(F +
3
2
mg)L sin θ2.

直流モーターにおける入出力関係

τ1 = ρkI1, V1 = RI1 + ρkω1,

τ2 = ρkI2, V2 = RI2 + ρkω2.
(8)

与えられた数値データ

L = 0.2 [m],m = 1 [kg], F = 19.6 [N],
v = 0.3 [m/sec], g = 9.8 [m/sec2], Px = 0.25 [m].

(9)

変数の許容範囲
sin θ1 ≥ 0,

0 [m] ≤ Py ≤ 0.25 [m],
−1.5 [A] ≤ I1 + I2 ≤ 1.5 [A].

(10)

オプション

減速比 ρ = 246または ρ = 415。

直流モーター 式 (11) (M2342)または式 (12) (M3557)。定格電圧に関する制約条件は共通

で、式 (13)となる。

k = 13.4 × 10−3 [Nm/A], R = 1.9 [Ω]. (11)

k = 23.4 × 10−3 [Nm/A], R = 2.4 [Ω]. (12)

−12 [V] ≤ V1 ≤ 12 [V],
−12 [V] ≤ V2 ≤ 12 [V].

(13)

これらの制約条件の中には三角関数が含まれているが、本手法が対象としている制約条件は

代数制約のみであり、三角関数を直接扱うことはできない。そこで、矛盾検出に先立ち、以

下に示す変数変換および制約条件の追加を行うことによって、すべての制約条件を代数制約

に置き換える必要がある。
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変数変換
sin1 = sin θ1, cos1 = cos θ1,

sin2 = sin θ2, cos2 = cos θ2.
(14)

追加される制約条件
sin2

1 + cos2
1 = 1,

sin2
2 + cos2

2 = 1.
(15)

次に、スラック変数を導入することによって、不等式を方程式に変換する。

式 (10)の不等式の変換

sin1 ≥ 0 ⇒ sin1 = t1, t1 ≥ 0.

Py ≥ 0 ⇒ Py = t2, t2 ≥ 0.

Py ≤ 0.25 ⇒ −Py + 0.25 = t3, t3 ≥ 0. (16)

I1 + I2 ≥ −1.5 ⇒ I1 + I2 + 1.5 = t4, t4 ≥ 0.

I1 + I2 ≤ 1.5 ⇒ −I1 − I2 + 1.5 = t5, t5 ≥ 0.

式 (13)の不等式の変換

V1 ≥ −12 ⇒ V1 + 12 = t6, t6 ≥ 0.

V1 ≤ 12 ⇒ −V1 + 12 = t7, t7 ≥ 0. (17)

V2 ≥ −12 ⇒ V2 + 12 = t8, t8 ≥ 0.

V2 ≤ 12 ⇒ −V2 + 12 = t9, t9 ≥ 0.

以降、2通りの減速比と 2通りのモーターからなる合計 4つの組み合わせについて、図 2の

手順に従って矛盾検出作業を行う。その際に用いた計算機環境は以下の通りである。

矛盾検出に用いた計算機環境

CPU: Xeon 2.2 GHz

RAM: 4 GB

OS: Red Hat Linux 7.2

数式処理ライブラリおよびプログラム言語: Risa/Asir [11]

表 1に、矛盾検出の結果を示す。表中の計算時間は CPU時間と GC時間を合計したもので

あり、矛盾と関係する変数値を特定するための時間も含まれている。

矛盾が検出された 2つの組み合わせについて、その詳細を述べる。なお、すべての計算は、

浮動小数ではなく、有理数で行われている。

1. モーター M2342と減速比 ρ = 246の組み合わせ

制約条件集合は、式 (6)、(7)、(8)、(9)、(11)、(14)、(15)、(16)、(17)、そして ρ = 246

によって与えられる。図 2の手順に従うと、まず、不等式全体に関する矛盾が検出さ
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表 1: 矛盾検出の結果

モーター M2342 モーター M3557

減速比 ρ = 246 矛盾あり（計算時間: 51秒） 矛盾なし（計算時間: 42秒）

減速比 ρ = 415 矛盾なし（計算時間: 40秒） 矛盾あり（計算時間: 286秒）

れる。詳細な検査を進めると、スラック変数 t1, t4に関する 0以上の解が存在しない方

程式 (18)が得られる。

2305920400000000t41 + (4612322398074561t44 + 26925082626692268t34 +

47323966257847044t24 + 23435864640798912t4 − (18)

6017562585485184)t21 + 10191356780062500t24 +

29746741413375000t4 + 21706349895562500 = 0.

これにより、t1 ≥ 0と t4 ≥ 0は同時に成立しないと結論される。

さらに第 3.2節の方法を適用することにより、このオプションの組み合わせには、全部

で以下の制約条件の間に矛盾が存在することが分かる。

sin θ1 ≥ 0, I1 + I2 ≥ −1.5, Px = 0.25, F = 19.6, L = 0.2,

m = 1, g = 9.8, k = 13.4 × 10−3, ρ = 246.
(19)

2. モーター M3557と減速比 ρ = 415の組み合わせ

制約条件集合は、式 (6)、(7)、(8)、(9)、(12)、(14)、(15)、(16)、(17)、そして ρ = 415

によって与えられる。図 2の手順に従うと、まず、不等式全体に関する矛盾が検出さ

れる。詳細な検査を進めると、スラック変数 t1, t2, t6 に関する 0以上の解が存在しな

い連立方程式 (20)が得られる。

250880000t2t21 + ((1035840000t6 − 11646080000)t22 + 64740000t6 +

26548168)t1 + 37721408400t32 + 2357588025t2 = 0,

80281600t31 + (331468800t6 − 3726745600)t2t21 + (12854850688t22 −

76440000)t1 − 37721408400t32 + 3677837319t2 = 0,

−1024t21 − 160000t42 + 5600t22 + 975 = 0,

(−331468800t6 + 3726745600)t21 + (12544000000t32 − 13293890688t2)t1 +

37721408400t22 − 3677837319 = 0,

(−9834496000000t22 − 1072964505600t26 + 24126951014400t6 −

126167632427008)t21 + (−45570132157056t6 + 482777169513472)t2t1 + (20)

(122104198990800t6 − 1517004160214400)t22 − 11905159401603t6 +
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124840509956136 = 0,

−385512243200000000t2t
3
1 + (173659305231360000t36 −

5857420532520960000t26 + 62692886923474329600t6 −

212407219338690355200)t21 + (7375525889619513600t26 −

161061454371950246400t6 + 813457477017220888448)t2t1 +

(−19762564606660980000t26 + 467720134234259400000t6 −

2586186650511393836400)t22 + 1926850049149445550t26 −

41869255099497590700t6 + 210177458533682569449 = 0.

さらに第 3.2節の方法を適用することにより、このオプションの組み合わせには、全部

で以下の制約条件の間に矛盾が存在することが分かる。

sin θ1 ≥ 0, Py ≥ 0, V1 ≥ −12, Px = 0.25, F = 19.6, v = 0.3,

L = 0.2,m = 1, g = 9.8, k = 23.4 × 10−3, R = 2.4, ρ = 415.
(21)

5 おわりに

設計問題等の現実世界の問題には、多くの場合、潜在的に矛盾する条件が含まれている。

例えば、「軽くて丈夫」という要求が満足すべき条件として与えられた場合、これは「重量

が小さく、強度および剛性が高い」と解釈されることが多いが、重量を小さくすることは強

度・剛性の低下を伴うことが通常である。そのため、問題解決に当たる作業者には、このよ

うな潜在的な因果関係を把握し、直接あるいは間接的に相反する条件を特定し、妥協点を探

し当てることが求められる。

本論文では、現実世界の問題を代数制約からなる制約充足問題として定式化した場合、こ

れらの問題解決過程における矛盾検出が、同時に成立しない不等式を特定することに他なら

ないことを述べ、そのための代数的手法を新しく提案した。そして、矛盾解消作業を支援す

るために、検出された矛盾と関わりを持つ方程式を特定する方法について述べた。さらに、

不等式と方程式の持つ工学的意味について考察し、作業者に対して提示すべき有用な条件は、

同時に成立しない不等式の集合とそれと関係する変数の値であることを示した。

従来手法と比較した場合の本手法の利点、そして現状と課題について以下に論じる。

本手法の利点

• 矛盾の検出を厳密に行うことが可能である。
従来多く用いられている制約伝播法では、個々の不等式を満足させられるかどうかを

検査することしかできない。しかしながら、現実には、不等式 A、不等式 Bをそれぞ

れ満足させることはできるが、それらを同時に満足させることはできない、といった状

況が多々ある。この類の矛盾を制約伝播法で検出することは不可能である。また、著

者らが過去に提案した簡約木を用いる方法 [13]では、この種の矛盾を検出することは

できるものの、それは矛盾が存在するための十分条件に過ぎず、存在している矛盾を
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検出できない場合がある。だが、本手法では矛盾の検出を厳密に行うことが可能であ

る。その具体的な方法および現時点における課題については、後述の「現状と課題」に

おける「実数解を厳密に扱うための方法」の項で説明する。

• デッドロックが生じない。
制約伝播法は、構成される制約ネットワークに沿って、変数の値を順次伝播させてい

く方法である。したがって、制約ネットワークに閉路が存在する場合、デッドロックが

生じて解析を進められなくなることがある。一方、本手法ではそのようなデッドロッ

クは生じない。

現状と課題

本手法の大きな課題として計算効率が挙げられる。計算効率に大きく関わると考えられる各

項目について述べる。

• 消去イデアルの計算
図 2の手順に従えば、スラック変数 t1, . . . , tr のすべての組み合わせについて消去イデ

アルを計算することになるため、最悪の場合 2r 回の消去イデアル計算が必要となる。

これらの各消去イデアル計算には、一般に、グレブナ基底計算を用いることになり、そ

の計算効率は決してよくない。

• 消去イデアルの無矛盾性判定
消去イデアルの無矛盾性の判定、すなわち式 (4)∪{taj(i,1) ≥ 0, . . . , taj(i,j) ≥ 0}が解を
持つか否かの判定には、この問題を制約条件付最小値問題に帰着させる方法 [12]を用

いている (付録参照)。文献 [12]で提案されている方法では、その制約条件付最小値問

題を厳密に解くために、グレブナ基底計算を繰り返し行うことが述べられている。こ

れもまた、計算効率上きわめて不利といえる。

• 矛盾と関わりのある 1変数線形方程式の検出

第 3.2節および第 3.3節の記述に従えば、矛盾と関わりのある 1変数線形方程式を検出

するためには、その数だけグレブナ基底計算を行なう必要がある。これもまた、多く

の計算コストを要すると考えられる。

• 実数解を厳密に扱うための方法
本論文で述べた手続のみでは、変数 xが実数であることを保証できない。すなわち、

本論文で述べた手順に従って「矛盾なし」と結論されても、厳密には、それは xが複

素数の場合には無矛盾であることを言うに過ぎず、xが実数の場合に無矛盾であるこ

とは保証しない。例として、式 (22)が与えられた場合を考える。

x2 + y2 + 1 ≤ 0. (22)

スラック変数 tの導入により、式 (22)は式 (23)に変換される。

x2 + y2 + t + 1 = 0, t ≥ 0. (23)
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式 (22)には実数解が存在しないにもかかわらず、スラック変数 tのみからなる方程式

集合を導くことはできないため、本論文で述べた手順に従った場合、「矛盾なし」と結

論される。

変数 xが実数であることを保証するためには、与えられた制約条件集合に、変数 xが

実数であるための必要十分条件、すなわち各変数の自乗が 0以上であるという条件を

付け加える必要がある。式 (22)の場合、x2 ≥ 0、y2 ≥ 0の 2つの条件を追加し、それ

に対応する 2つのスラック変数 tx、ty を導入することによって、式 (24)へ変換する。

x2 + y2 + t + 1 = 0, x2 = tx, y2 = ty, t ≥ 0, tx ≥ 0, ty ≥ 0. (24)

これにより、スラック変数のみからなる方程式 tx + ty + t + 1 = 0が導かれ、矛盾が

検出される。

このようにして、原理的には変数 xを実数として厳密に扱うことが可能ではあるもの

の、これは計算効率を著しく低下させる。実際、第 4章で取り上げたアームロボット

設計問題について上述の方法を試みたところ、1日かけても答えが返ってこなかった。

このように、本手法を現実の大規模な問題に適用するために解決しなくてはならない課題

はきわめて多い。そして、ここに挙げた計算効率の問題は、本手法に限らず、数式処理の応

用全般に関わる問題だと考えられる。数式処理の特長は、その厳密性にある。一方、現実世

界で扱われる問題には必ず誤差が含まれており、その誤差の範囲内で正しいことが言えれば、

厳密な正しさを保証する必要はないという状況があり得ることも事実である。

本論文では、入力される多項式集合には誤差が含まれていないとの前提で、すべての計算

を数式処理的に扱った。しかしながら、現実世界の問題を扱う場合に求められる機能や性能

を考えた場合、厳密性を多少犠牲にしてでも計算効率の向上を図る必要がある。その具体的

な手段として考えられるのは、数値計算の部分的な導入である。例えば、上に挙げた計算効

率に関わる項目のうち、「消去イデアルの無矛盾性判定」で行なわれる制約条件付最小値問

題の解法として数値計算を用いれば、かなりの効率向上が期待できる。その場合、行われた

数値計算の正しさをどのようにして保証するのかが問題となる。数値計算の部分的導入によ

る計算効率の向上とその正しさの保証方法、これらが今後の課題の本質と言えるだろう。
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付録

与えられた多項式制約集合 (25)が解を持つか否かを判定するために、この問題を制約条件

付最小値問題に帰着させる方法 [12]について、その概略を述べる。

φ1(z1, . . . , zη) = 0, . . . , φζ(z1, . . . , zη) = 0, z1 ≥ 0, . . . , zη ≥ 0. (25)
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式 (25)で表される領域を Aとする。

A = {(z1, . . . , zη)|φ1(z1, . . . , zη) = 0, . . . , φζ(z1, . . . , zη) = 0, z1 ≥ 0, . . . , zη ≥ 0}.

ここで、以下の性質を持つ目的関数 u(z1, . . . , zη)を導入する。

目的関数 u(z1, . . . , zη)

1. 関数 u(z1, . . . , zη)は、(z1, . . . , zη)空間において連続である。

2. 関数 u(z1, . . . , zη)は、(z1, . . . , zη)空間において最小値を持つ。

3. z1, . . . , zηのうちの少なくとも 1つがプラス無限大もしくはマイナス無限大となるとき、

関数 u(z1, . . . , zη)はプラス無限大に発散する。

領域Aの境界はすべてAに含まれているので、Aが空集合でなければ、関数 u(z1, . . . , zη)

は領域Aにおいて最小値を持つ。したがって、領域Aにおける関数 u(z1, . . . , zη)の最小値を

計算することにより、式 (25)の解がその最小点の座標値として求められる。このようにして、

式 (25)の解の有無を判定する問題は、制約条件付最小値問題に帰着される。関数u(z1, . . . , zη)

が領域 Aにおいて最小値を持たなければ、それは Aが空集合であることを意味し、式 (25)

は解を持たない。

文献 [12]では、目的関数 u(z1, . . . , zη)として以下のような 2次関数を使っている。

u(z1, . . . , zη) = z2
1 + . . . + z2

η.

また、関数 u(z1, . . . , zη)の最小値の計算には Lagrange乗数法を用いている。
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